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1. Wstep -

Ogdlnie wiadomo, ze obliczeniowa mechanika plynéw (Computational Fluid Dynamics
- CFD) jest jednym z podstawowych narzedzi wykorzystywanych w analizie zagadnien
naukowych oraz rozwiazywaniu problemoéw inzynierskich. Mozna wymienia¢ rézne sektory
przemystu 1 dziedziny nauki, w ktorych te metody sa wykotzystywane, np.: lotnictwo,
motoryzacja, energetyka, inzynieria biomedyczna, czy nauki o Ziemi lub prognozy pogody, ale
nalezy jednoznacznie podkreslic, ze zakres zastosowan tych metod jest bardzo szeroki i wecigz
si¢ powigksza. Metody numeryczne w rozwigzaniu zagadnien przeptywu pltynow sa nie tylko
alternatywa dla skomplikowanych i kosztownych badan laboratoryjnych lub pomiaréw na
obiektach rzeczywistych, ale takze komplementarnie uzupelniajg te badania. Z jednej strony
dazy si¢ do zwiekszonej rozdzielczosci w czasie 1 przestrzeni rozwiazywanych zagadnien, a z
drugiej strony naklada si¢ coraz wigksze wymagania na efektywnos$¢ calego procesu
obliczeniowego i mozliwie szybkie uzyskiwanie wynikow przy odpowiednio wysokiej
doktadnosci rozwigzania. Doktadno$¢ rozwiazania jest problemem dotyczacym kazdej metody
numerycznej, a w odniesieniu do rozwigzywanych zagadnien technicznych bezposrednio
przeklada sie na poprawnos$é przewidywanych sprawnosci proceséw przeptywowych,
wyznaczanych sit lub innych wielkosci charakterystycznych dla badanego zjawiska.
Dokladno$¢ rozwigzania oraz czas calego procesu obliczeniowego sg czesto decydujacym
kryterium przy wyborze metody w rozwigzaniu zagadnien inzynierskich, co bezposrednio
przektada sie na koszty, nie tylko procesu obliczeniowego, ale calego procesu wytwarzania
produktu.

Wisréd obecnie rozwijanych technik dyskretyzacji szczegdlng rolg odgrywajg metody
wysokiego rzedu, takie jak metody spektralne i spektralne metody elementéw skonczonych
typu hp. oferujgc bardzo wysoka dokladnosé dyskretyzacji. W ich ramach stosuje sie rdézne
sformutowania ciagte i niecigglte Galerkina, czy Petrowa-Galerkina oraz sformutowanie



najmniejszych kwadratow (least-squares), ktérego zastosowanie do przeptywow niescisliwych
stanowi temat niniejszej pracy.

2. Charakterystyka pracy i uwagi ogélne

Praca doktorska Pana mgra inz. Jakuba Gatekiego zostala napisana w jezyku angielskim i
jest zredagowana na 100 stronach, w 7 rozdzialach i zakoficzona jest spisem bibliograficznym
zawierajacy 112 pozycji.

W pierwszym rozdziale, zatytulowanym ..Introduction”, Doktorant przedstawit aktualny
stan badan, cel i zakres zrealizowanych prac. Przeglad literatury jest bardzo skrétowy i
koncentruje si¢ na podstawowych informacjach dotyczacych metod elementow spektralnych.
Warto byloby ten fragment pracy rozszerzy¢ oraz podac zalety 1 wady tych metod na tle innych,
chociazby obecnie najbardziej popularnej metody objetosci skoneczonych.

Doktorant stwierdza, ze zagadnienia zwigzane z efektywnoscig obliczeniowg
proponowanych metod LSFEM (Least-Squares Finite Element Method) sg rzadko omawiane.
Natomiast technika sum-factorization, kluczowa dla wydajnosei innych typéw metod
elementéw spektralnych (SEM). nie byla rozwazana w kontekécie metody najmniejszych
kwadratow, co prowadzi do sformutowania tezy rozprawy:

..... least-squares spectral/hp element method can be applied to solve incompressible flow
problems efficiently”

a w jezyku polskim:

. Spektralna metoda elementow skoniczonych typu spectral/hp oparta na najmniejszych
kwadratach moze byé efektywnie stosowana do rozwigzywania problemow przepbywow
niescisliwych”.

Celem niniejszej pracy jest opracowanie wydajnych 1 skalowalnych algorytmow do
rozwigzywania probleméw przeplywow niescisliwych z wykorzystaniem LSFEM.

Podstawowe réwnania transportu dla ptynu niescisliwego przedstawione sg w rozdziale 2.
Ze wzgledu na cel pracy 1 ograniczenia wynikajace z zastosowania metody elementow
skonczonych opartej na najmniejszych kwadratach, rownania te zostaly przeksztalcone do
réwnowaznych postaci pierwszego rzedu. Doktorant zwraca uwage na dwa podejscia
stosowane do linearyzacji. metode Picarda i Newtona, podkreslajac, ze metoda Newtona
charakteryzuje si¢ wigkszg dokladnoscia, ale posiada mniejszy promien zbieznosci niz metoda
Picarda. W recenzowanej pracy doktorskiej stosowana jest metoda Newtona.

Do dyskretyzacji w czasie zastosowano schemat niejawny rozniczkowania wstecznego
(Backward Differentiation Formulae, BDF).

W tej czescei pracy omdwiony jest takze problem definiowania warunkow brzegowych, a
w szczegOlnosci warunkéw typu L.outflow™. co zostato rozszerzone w ostatniej sekcji tego
rozdzialu poswieconej schematom rozprzegajacym. Schemat rozprzegajacy skladowe
rozwiazania zostal oméwiony w ostatniej czesci rozdzialu. W swojej pracy Doktorant
zastosowal schemat rozdzielenia (splitting scheme) zaproponowany przez Pontaze,
‘rozszerzajac go o otwarty wylotowy warunek brzegowy, a wybor motywuje kolejnymi
cechami: 1- schemat ten zostal zaprojektowany z my$lg o metodzie elementow skonczonych
opartej na najmniejszych kwadratach, 2- zapewnia doskonala zachowawczo$¢ masy wynikajacg
Z jawnego wymuszenia rownania ciagtosei, 3- autor metody deklaruje ,.zwiekszong™ szybkos¢
zbieznoscei.



Charakterystyka metody spektralnej/hp elementéw skonczonych opartej na metodzie
najmniejszych kwadratéw zostala przedstawiona w rozdziale 3. Doktorant omdowit
sformulowanie metody najmniejszych kwadratow, ktore jest wykorzystane do dyskretyzacji
uktadu roéwnan rozniczkowych czastkowych oraz linearyzacji ukladu rownan. Wymienit i
scharakteryzowat zalety metody najmniejszych kwadratow oraz wady i wyzwania jakie sa
zwigzane z jej wykorzystaniem.

W dalszej czgéei rozdzialu zostal przedstawiony sposob formutowania funkcji bazowych
stosowanych w aproksymacji metodg elementéw skonczonych oraz omoéwiono  ich
transformacje miedzy przestrzenig referencyjng a fizyczng, w ukladach krzywoliniowych
odpowiednich dla skomplikowanych, rzeczywistych ksztattow.

Natomiast ostatni podrozdzial poswiecony jest numerycznemu calkowaniu na
zdefiniowanych brzegach 1 obszarach dla sformutowanych postaci dyskretnych.

W rozdziale 4 zostaly przedstawione wybrane strategie wyznaczania operatordw, ktore
moga by¢ wykorzystane w trakcie iteracyjnego rozwigzywania uktadu rownan algebraicznych,
a ktore decyduja o wydajnosei solvera.

Doktorant zwraca uwage, ze najwiekszg popularno$¢ wsréd metod elementow
skonczonych zdobyly metody podprzestrzeni Krylowa, a jedna z nich, metoda gradientéw
sprzezonych ma szczegdlne znaczenie dla zrealizowanej pracy. Podkreslone zostaty zasadnicze
cechy tej metody, a w szczegdlnosci jej bardzo dobra zbieznosé.

Omoéwione zostaly dwie metody wyznaczania operatora, globalna (global assembly
approach) 1 lokalna (local element approach). gdzie zamiast budowania macierzy w sposéb
jawny, udzial kazdego elementu jest wyznaczany lokalnie, a nastepnie stosowane sg techniki
sumowania,

Jak podkresla Doktorant, iloczyn macierzy przez wektor stanowi zasadniczg czes$¢ naktadu
obliczeniowego pojedynczej iteracji metody CGM, wybdr strategii obliczania operatora ma
kluczowe znaczenie dla wydajnosci procesu obliczeniowego, a z kolei odpowiedni wybor moze
zaleze¢ od rzedu aproksymacji typu p. Badanie tego zagadnienia w kontekscie metody
najmniejszych kwadratow jest nowatorskim wkladem Doktoranta.

W ostatniej czgsci rozdziatu zostaly zamieszczone pordwnania wydajnosci metod dla
przypadkow dwu- 1 trojwymiarowych na siatkach kartezjanskich. Niestety zabrakto informacji
dla jakich warunkow brzegowych uzyskano rozwigzania. Doktorant koncentruje sie tutaj na
efektywnosci procesu obliczeniowego, ale warto byloby podac dla jakich warunkéw fizycznych
te przyktady sa analizowane.

Rozdzial 5 zatytulowany ..Software Implementation and Computational Considerations”
opisuje kod L3STER, w ktérym zostaly zaimplementowane metody numeryczne 1 algorytmy
omawiane w pracy. Nalezy zaznaczy¢, ze istnieje wiele bibliotek elementéw spektralnych/hp,
ale jak podkresla Doktorant nie ma kodu przeznaczonych specjalnie do formutowania metoda
najmniejszych kwadratéw, a bynajmniej nie jest ogélnie dostgpny. Mozna znalez¢ publikacje:

[1] Voronin et al., Space-time discretizations using constrained firsi-order system least
squares (CFOSLS), Journal of Computational Physics, Volume 373, 2018

[2]J. H. Adler, I. Lashuk, S. P. MacLachlan, L. T. Zikatanov, Discrete Energy Laws for
the First-Order System Least-Squares Finite-Element Approach, arXiv:1709.00385, 2017

gdzie LSFEM jest stosowana w pracach badawczych wykorzystujgcych biblioteki MFEM

-(Modular Finite Element Methods Library) rozwijane przez Lawrence Livermore National

Laboratory, ale brak dedykowanego kodu.

Doktorant postanowit wypehni¢ te luke oraz w pelni wykorzystaé elastycznos¢ oferowana
przez LSFEM i opracowal biblioteke nazwang L3STER. Oprogramowanie typu open source



jest dostepne na platformie GitHub https://github.com/kubagalecki/L3STER. W momencie
pisania tej pracy L3STER dostepny jest w wersji 0.3.0.

To jest niewatpliwe wartosciowe osiggniecie Doktoranta.

W rozdziale czwartym poréwnano wydajnos¢ réznych algorytmoéw, a czasy wykonania
mierzono przy uzyciu biblioteki Google Benchmark. Na koncu zbadano skalowalnosc
opracowanego kodu, a jako problem testowy wykorzystano trojwymiarowe réwnanie
adwekcji—dyfuzji w periodycznej domenie szesciennej i zastosowano rzad aproksymacji p=3.
Tutaj nasuwa sie pytanie dlaczego test skalowania przeprowadzono dla relatywnie matej ilosei
stopni swobody (15,482,880 DOFs) i tylko 32 rdzeniach.

Przyklady zastosowan rozwijanego kodu oméwiono w rozdziale szostym zatytutowanym
.Applications™. Pierwszy podrozdzial po§wiccony jest badaniu zbieznosci splitting scheme.
Testy przeprowadzono dla dwdch typdéw warunkéw brzegowych: Dirichleta dla predkosci na
wszystkich ograniczeniach obszaru oraz warunek typu ..open” na czesci obszaru (on the right
boundary and the right half of the top boundary).

Kolejnym przykladem, gdzie badano zbieznos¢ schematu rozdzielenia (splitting scheme),
jest tréjwymiarowe rozwiazanie wirébw Taylora-Greena. Ponadto. wydajnosé¢ i doktadnos¢
schematu splitting poréwnano z podejsciem un-split, w ktorym uklad réwnan jest bezposrednio
catkowany w czasie. W tym celu przeprowadzono symulacje z wykorzystaniem obu strategii
dla réznych krokéw czasowych. W podsumowaniu poréwnania Doktorant stwierdza, ze
splitting scheme zapewnia poréwnywalng doktadno$c¢ oraz jest bardziej efektywny niz schemat
un-split.

Kolejnym przypadkiem prezentujgcym zastosowanie kodu jest oplyw cylindra dla
liczby Reynoldsa Re = 400. Doktorant argumentuje wyboér istnieniem bogatej, tréjwymiarowe]
struktury przeptywu przy relatywnie nieduzych wymaganiach dotyczacych rozdzielezosei
siatki. Wyniki obliczen typu Direct Numerical Simulations, przy zalozeniu rzedu aproksymacji
p=3, poréwnano z wynikami w publikacji Jiang, Cheng ( Journal of Fluid Mechanics, 2017).
W zasadzie poréwnanie przedstawione w pracy ograniczylo si¢ do liczby Strouhala. Doktorant
uzyskat bardzo dobra zgodnoé tej liczby z warto§ciami w powyzszej publikacji, ale szkoda, ze
W pracy nie ma zamieszczonego szerszego porownania wplywu np. rzedu aproksymacji na
ewolucje $ladu, albo poréwnania z wybranymi danymi eksperymentalnymi.

Ostatnim analizowanym przypadkiem jest przeplyw w szczelinie skalnej. To bardzo
interesujacy przypadek. bo pokazuje potencjal metody w zastosowaniu do geometrii o
nieregularnych ksztaltach. Obliczenia wykonano dla trzech przypadkow roznigeych sig
chropowatoscia powierzchni. Dla kazdej z geometrii przeprowadzono symulacje z
wykorzystaniem trzech modeli: dwuwymiarowego rownania Reynoldsa oraz trojwymiarowych
rownan Stokesa i Naviera—Stokesa. Liczbe Reynoldsa przyjeto jako Re = 20. Rzad
aproksymacji jest rowny p=3. Doktorant oméwit wplyw chropowatosci na przepuszczalnosé
oraz zamie$cit wizualizacje przeptywu wskazujgc na zlozonos¢é struktur wirowych w
przeplywie szczelinowym. Niestety zabraklo informacji dlaczego ten przypadek zostal wybrany
do analizy, tzn. dlaczego liczba Reynoldsa Re =20, czy wybér podyktowany przypadkiem
rzeczywistym, ¢zy innym przypadkiem analizowanym numerycznie w literaturze. Nasuwa sie
pytanie, jak wzrost liczby Re bedzie prowadzil do wzrostu réznic pomiedzy stosowanymi
modelami.

Praca jest zakonczona podsumowaniem wnioskami i rekomendacjami dotyczacymi
propozycji zakresu przysztych prac. Wnioski sa ogélne, nie zawierajg ilosciowych parametrow.
ale wskazuja na w pelni osiggnigty cel zdefiniowany na poczgtku pracy.



3. Uwagi szczegolowe

Uk}ad pracy oraz podzial materiatu na poszczegélne rozdziaty nie budzi zastrzezen.
Przedstawiona praca doktorska jest napisana w jezyku angielskim w jasny sposob. Jednak ze
wzgledu na duza ilos¢ symboli, warto bytoby doda¢ ich spis, poniewaz przeszukiwanie tekstu
utrudnia jego czytanie.

Poza ogdlnymi uwagami i komentarzami w pierwszej czg¢sci recenzji nasuwajg si¢
ponizsze spostrzezenia i pytania.

1. Proszg o podanie szczegoléw dotyczacych rozwigzywanych przypadkow 2D 1 3D w
rozdziale 4.4. W pracy podano, ze dotyczy to przypadkow na siatkach kartezjanskich,
ale jakie sg warunki brzegowe dla wybranych réwnan?

2. Testy skalowalnosci wykonano dla rzedu aproksymacji p=3. Czy testowano 1
zaobserwowano wplyw rzedu aproksymacji (p > 3) na skalowalnosé kodu? Czy to moze
mie¢ znaczenie w przypadku obliczen dla rownan N-S 1 wigkszych liczb Reynoldsa.

3. W sekcji 6.2 (Taylor-Green Vortex) podano, ze przeprowadzenie symulacji w pelni
okresowej domenie nie bylo mozliwe ze wzgledu na druga i trzecig fazg splitting
scheme. (str. 87: Performing the simulations in a fully periodic domain was precluded
by the second and third phases of the splitting scheme). Czy to implikuje jakies trudnosci
w rozwigzaniu zagadnien inzynierskich z warunkami periodycznymi?

4. Czy w ramach prowadzonych prac i testowania kodu byly prowadzone jakie$ bardze;
szczegodlowe pordownania wybranych wielkosel charakteryzujgcych przeplyw (np.
predkos¢ w sladzie w oplywie cylindra) z innymi rozwigzaniami, kodami lub danymi
eksperymentalnymi?

5. Czy Doktorant wykonat jakie$ porownania dowolnych przypadkéw (moze innych niz
zamieszczone w pracy) z danymi eksperymentalnymi dla réznych rzedéw aproksymacji
typu p?

6. W podsumowaniu pracy Doktorant pisze, ze chociaz® przeprowadzone analizy
obliczeniowe wykonano na stosunkowo starej architekturze CPU, technika sum-
factorization umozliwia efektywne wykorzystanie nowoczesniejszego sprzetu, w tym
procesordéw z jednostkami wektorowymi (AVX512), a przede wszystkim procesorow
graficznych (GPU). Czy byly prowadzone juz jakie$ testy na innych zasobach niz
prezentowanych w pracy, np. jednym z dostepnych centréw obliczeniowych? Jesli tak,
to prosze o podanie szczegolow.

4. Podsumowanie

Podsumowujac recenzowang prace uwazam, ze Pan mgr inz. Jakub Gatecki przedstawil
interesujgce wyniki uzyskane przy wykorzystaniu programu L3STER. Nalezy podkresli¢, ze
L3STER opracowany przez Doktoranta jest nowym narzedziem numerycznym udostepnionym
na platformie GitHub, ktore moze by¢ wykorzystywane przez innych uzytkownikow do
prowadzenia symulacji. Ponadto, Doktorant zastosowal technike sum-factorization w
kontek$écie metody najmniejszych kwadratdéw, co poprawia wydajnos¢ procesu
obliczeniowego, a takze zastosowal w schemacie splitting scheme warunki brzegowe typu
..open”, co w tym ujeciu nie byto wezesniej realizowane.



Na koniec nalezy jeszcze raz podkresli¢ duza wartos¢ rozwijanego przez Doktoranta
kodu obliczeniowego L3STER, ktéry w formule otwartej jest ogélnie dostepny i moze by¢
wykorzystywany do analiz zlozonych zagadnien fizycznych. Wobec czego mozna stwierdzic,
ze wybrana tematyka ma istotne znaczenie poznawcze i aplikacyjne oraz spetnia kryteria prac
w ramach dyscypliny ..inzynieria mechaniczna™.

Uwazam, ze praca Pana mgra inz. Jakuba Galeckiego pt.: ,Efficient and Scalable
Application of the Least-Squares Spectral/hp Element Method to Incompressible Flow
Problems™ odpowiada warunkom okreslonym w art. 187 Ustawy z dnia 20 lipca 2018 roku
..Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce” 1 wnoszg o dopuszczenie jej do publicznej obrony.



